
 

 Σελίδα 1 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΟ  ΘΕΜΑ   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  ΘΕΤΙΚΩΝ  ΣΠΟΥΔΩΝ  ΚΑΙ  ΣΠΟΥΔΩΝ  

ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ  ΔΙΟΙΚΗΣΗΣ  ΚΑΙ  ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ 

 

 

 

  

Δίνεται  η  συνάρτηση   𝐟 ∶ ℝ → ℝ∗ ,  με  συνεχή  πρώτη  παράγωγο ,  

για  την  οποία  ισχύει  :   ∫ (𝐟′(𝐱) − 𝐟(
𝛑

𝟐

𝛑

𝟐
𝟎

− 𝐱))𝛔𝛖𝛎𝐱 𝐝𝐱 = −𝟏   

 και       𝐟′(𝐱) = −𝟐𝐱𝐟𝟐(𝐱)     , 𝛄𝛊𝛂   𝛋ά𝛉𝛆  𝒙 ∈ ℝ . 

 

Α.  Να  αποδείξετε  ότι  f(0) = 1 

 

Β.  Να  βρείτε  τον  τύπο  της   f . 

 

𝚪.  𝚴𝛂  𝛃𝛒𝛆ί𝛕𝛆  𝛕𝛐   𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

(𝐱 𝐟(𝐱)𝛈𝛍𝐱) . 

 

Δ.  Αν  F  είναι  μια  αρχική  της   f  ,  να  αποδείξετε  ότι 

      
𝟏

𝟏𝟎
< 𝐅(𝟑) − 𝐅(𝟐) <

𝟏

𝟓
 

 

E.  Αν   F(1) = 0  να  υπολογίσετε  το   ∫ 𝐅(𝐱)𝒅𝒙
𝟏

𝟎
 . 

 

𝚺𝚻.  𝚴𝛂  𝛃𝛒𝛆ί𝛕𝛆  𝛕𝛐𝛎  𝛑𝛒𝛂𝛄𝛍𝛂𝛕𝛊𝛋ό  𝛉𝛆𝛕𝛊𝛋ό  𝛂𝛒𝛊𝛉𝛍ό  𝛂 , 𝛐  𝛐𝛑𝛐ί𝛐𝛓     

 έ𝛘𝛆𝛊         𝛕𝛈𝛎  𝛊𝛅𝛊ό𝛕𝛈𝛕𝛂 ∶     ∫ (𝐱 + 𝐥𝐧𝐱)𝐟(𝐱)𝐝𝐱
𝛂

𝟏

𝛂

= 𝟏  
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ΛΥΣΗ 

Α.  Από  την  υπόθεση  έχουμε  : 

  ∫(𝐟′(𝐱) − 𝐟(
𝛑

𝟐

𝛑
𝟐

𝟎

− 𝐱))𝛔𝛖𝛎𝐱 𝐝𝐱 = −𝟏 ⟺ 

∫ 𝐟′(𝐱)𝛔𝛖𝛎𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

− ∫ 𝐟 (
𝛑

𝟐
− 𝐱) 𝛔𝛖𝛎𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

= −𝟏 ⟺  

∫ 𝐟′(𝐱)𝛔𝛖𝛎𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

− ∫ 𝐟(𝐱)𝛈𝛍𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

= −𝟏 ⟺  

[𝐟(𝐱)𝛔𝛖𝛎𝐱]
𝟎

𝛑
𝟐 − ∫ 𝐟(𝐱)(𝛔𝛖𝛎𝐱)′ 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

− ∫ 𝐟(𝐱)𝛈𝛍𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

= −𝟏 ⟺ 

𝐟 (
𝛑

𝟐
) 𝛔𝛖𝛎

𝛑

𝟐
− 𝐟(𝟎)𝛔𝛖𝛎𝟎 +  ∫ 𝐟(𝐱)𝛈𝛍𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

− ∫ 𝐟(𝐱)𝛈𝛍𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

= −𝟏 ⟺ 

−𝐟(𝟎) = −𝟏 ⟺ 𝐟(𝟎) = 𝟏      ,   𝛂𝛗𝛐ύ  𝛄𝛊𝛂  𝛕𝛐  𝛐𝛌𝛐𝛋𝛌ή𝛒𝛚𝛍𝛂   

∫ 𝐟 (
𝛑

𝟐
− 𝐱) 𝛔𝛖𝛎𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

   ,

𝛂𝛎𝛕𝛊𝛋𝛂𝛉𝛊𝛔𝛕ώ𝛎𝛕𝛂𝛓   𝐮 =
𝛑

𝟐
− 𝐱   ,   𝐝𝐮 = −𝐝𝐱   ,

𝐮𝟏 =
𝛑

𝟐
   , 𝐮𝟐 = 𝟎   , έ𝛘𝛐𝛖𝛍𝛆  ό𝛕𝛊:  
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∫ 𝐟 (
𝛑

𝟐
− 𝐱) 𝛔𝛖𝛎𝐱 𝐝𝐱 =

𝛑
𝟐

𝟎

= − ∫ 𝐟(𝐮)𝛔𝛖𝛎 (
𝛑

𝟐
− 𝐮) 𝐝𝐮 = ∫ 𝐟(𝐮)𝛈𝛍𝐮 𝐝𝐮 =

𝛑
𝟐

𝟎

  

𝟎

𝛑
𝟐

                 

= ∫ 𝐟(𝐱)𝛈𝛍𝐱 𝐝𝐱

𝛑
𝟐

𝟎

    

 

Β.   Από  την  υπόθεση  η  f  είναι  συνεχής  και  

      𝐟(𝐱) ≠ 𝟎   , 𝛄𝛊𝛂  𝛋ά𝛉𝛆  𝐱 ∈ ℝ   

     𝐟′(𝐱) = −𝟐𝐱𝐟𝟐(𝐱)  ⟺ −
𝐟′(𝐱)

𝐟𝟐(𝐱)
= 𝟐𝐱 ⟺ (

𝟏

𝐟(𝐱)
)

′
= (𝐱𝟐)′ 

    ⟺
𝟏

𝐟(𝐱)
= 𝐱𝟐 + 𝐜   , 𝐜 ∈ ℝ  λόγω  του  πορίσματος  των  συνεπειών   

     του   Θ.Μ.Τ. 

     Για    𝐱 = 𝟎   𝛆ί𝛎𝛂𝛊  
𝟏

𝐟(𝟎)
= 𝟎𝟐 + 𝐜 ⟺ 𝐜 = 𝟏   

    Άρα    
𝟏

𝐟(𝐱)
= 𝐱𝟐 + 𝟏 ⟺ 𝒇(𝒙) =  

𝟏

𝐱𝟐+𝟏
   , 𝐱 ∈ ℝ   

 

𝚪.  𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

(𝐱 𝐟(𝐱)𝛈𝛍𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

(𝐱 
𝟏

𝐱𝟐 + 𝟏
 𝛈𝛍𝐱) = 

          = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

( 
𝐱

𝐱𝟐 + 𝟏
 𝛈𝛍𝐱) = 𝐥𝐢𝐦

𝐱→+∞
( 

𝐱𝟐

𝐱𝟐 + 𝟏
 
𝛈𝛍𝐱

𝐱
) = 𝟏 ∙ 𝟎 = 𝟎 

     𝚬𝛑𝛆𝛊𝛅ή ∶ 

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐱𝟐

𝐱𝟐+𝟏
= 𝐥𝐢𝐦

𝐱→+∞

𝐱𝟐

𝐱𝟐
= 𝟏 
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 |
𝛈𝛍𝐱

𝐱
| =

|𝛈𝛍𝐱|

|𝐱|
≤

𝟏

|𝐱|
  ,   ά𝛒𝛂 ∶   −

𝟏

|𝐱|
≤

𝛈𝛍𝐱

𝐱
≤

𝟏

|𝐱|
     

 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

(−
𝟏

|𝐱|
) = 𝐥𝐢𝐦

𝐱→+∞

𝟏

|𝐱|
= 𝟎  , 𝛐𝛑ό𝛕𝛆     

𝛂𝛑ό  𝛋𝛒𝛊𝛕ή𝛒𝛊𝛐  𝛑𝛂𝛒𝛆𝛍𝛃𝛐𝛌ή𝛓  𝛑𝛒𝛐𝛋ύ𝛑𝛕𝛆𝛊  ό𝛕𝛊 ∶   𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝛈𝛍𝐱

𝐱
= 𝟎 

 

Δ.  Η  F  ως  αρχική  συνάρτηση  της   f  στο  ℝ , είναι  παραγωγίσιμη   

      στο   ℝ   ,  με   𝑭′(𝒙) = 𝒇(𝒙) ,  οπότε  είναι  και  συνεχής  στο  ℝ . 

      Επομένως  η  F ικανοποιεί  τις  υποθέσεις  του  Θ.Μ.Τ.  στο   

     διάστημα   [ 2 , 3 ] . Άρα  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον   𝝃 ∈ ( 𝟐 , 𝟑) 

     τέτοιο  ώστε :  𝑭′(𝝃) =
𝑭(𝟑)−𝑭(𝟐)

𝟑−𝟐
⟺ 𝒇(𝝃) = 𝑭(𝟑) − 𝑭(𝟐)    (𝟏) 

     Θα  μελετήσουμε  την  f  ως  προς  την  μονοτονία . 

    Η    𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐+𝟏
   είναι  συνεχής  και  παραγωγίσιμη   στο  ℝ , 

    με    𝒇′(𝒙) = −
𝟐𝒙

(𝒙𝟐+𝟏)𝟐
    ,   𝒙 ∈ ℝ 

    𝒇′(𝒙) = 𝟎 ⟺ −
𝟐𝒙

(𝒙𝟐+𝟏)𝟐
= 𝟎 ⟺ −𝟐𝒙 = 𝟎 ⟺ 𝒙 = 𝟎   

    𝒇′(𝒙) > 𝟎 ⟺ −
𝟐𝒙

(𝒙𝟐+𝟏)𝟐
> 𝟎 ⟺ −𝟐𝒙 > 𝟎 ⟺ 𝒙 < 𝟎   

    𝒇′(𝒙) < 𝟎 ⟺ −
𝟐𝒙

(𝒙𝟐+𝟏)𝟐
< 𝟎 ⟺ −𝟐𝒙 < 𝟎 ⟺ 𝒙 > 𝟎    

   Αν  𝒙 ∈ (−∞, 𝟎) 𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝒇′(𝒙) > 𝟎  και  η  f  είναι  συνεχής  στο    

   (−∞, 𝟎] ,  άρα  η  f  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  (−∞, 𝟎] . 

   Αν  𝒙 ∈ (𝟎, +∞) 𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝒇′(𝒙) < 0  και  η  f  είναι  συνεχής  στο    

   [𝟎, +∞) ,  άρα  η  f  είναι  γνησίως  φθίνουσα  στο  [𝟎, +∞) . 

   Οπότε  για  𝝃 ∈ (𝟐, 𝟑) ⟺ 𝟐 < 𝜉 < 3 ⟺ 𝒇(𝟐) > 𝑓(𝝃) > 𝑓(3) ⟺ 
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    ⟺ 𝒇(𝟑) < 𝑭(𝟑) − 𝑭(𝟐) < 𝒇(𝟐)     (  λόγω  της  (1)  ) 

⟺
𝟏

𝟑𝟐+𝟏
< 𝑭(𝟑) − 𝑭(𝟐) <

𝟏

𝟐𝟐+𝟏
⟺

𝟏

𝟏𝟎
< 𝑭(𝟑) − 𝑭(𝟐) <

𝟏

𝟓
  

( 2ος τρόπος )  Λόγω  του  τύπου  της  συνάρτησης   f  που  έχουμε  στη  

συγκεκριμένη  άσκηση , θα  μπορούσαμε  να  ακολουθήσουμε  τα  

εξής  βήματα : 

𝟐 < 𝜉 < 3 ⟺ 4 < 𝝃𝟐 < 9 ⟺ 5 < 𝝃𝟐 + 𝟏 < 10 ⟺
𝟏

𝟓
>

𝟏

𝝃𝟐+𝟏
>

𝟏

𝟏𝟎
  

⟺
𝟏

𝟏𝟎
< 𝒇(𝝃) <

𝟏

𝟓
⟺

𝟏

𝟏𝟎
< 𝑭(𝟑) − 𝑭(𝟐) <

𝟏

𝟓
    (  λόγω  της  (1)  )  

 

𝚬.   ∫ 𝐅(𝐱)𝐝𝐱 = ∫ 𝐱′𝐅(𝐱)𝐝𝐱 = [𝐱𝐅(𝐱)]𝟎
𝟏 − ∫ 𝐱 𝐅′(𝐱)𝐝𝐱 =

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

        = 𝟏 ∙ 𝐅(𝟏) − 𝟎 ∙ 𝐅(𝟎) − ∫ 𝐱 𝐟(𝐱)𝐝𝐱 = − ∫ 𝐱 ∙
𝟏

𝐱𝟐 + 𝟏
𝐝𝐱 =

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

        = −
𝟏

𝟐
∫

𝟐𝐱

𝐱𝟐 + 𝟏

𝟏

𝟎

 𝐝𝐱 = −
𝟏

𝟐
 [𝐥𝐧|𝐱𝟐 + 𝟏|]𝟎

𝟏 = −
𝐥𝐧𝟐

𝟐
 

 

𝚺𝚻.  ∫ (𝐱 + 𝐥𝐧𝐱)𝐟(𝐱)𝐝𝐱
𝛂

𝟏
𝛂

= 𝟏 ⟺ ∫ (𝐱 + 𝐥𝐧𝐱)
𝟏

𝐱𝟐 + 𝟏
 𝐝𝐱

𝛂

𝟏
𝛂

= 𝟏 ⟺ 

         ⟺ ∫
𝐱

𝐱𝟐 + 𝟏
 𝐝𝐱

𝛂

𝟏
𝛂

+ ∫
𝐥𝐧𝐱

𝐱𝟐 + 𝟏
 𝐝𝐱

𝛂

𝟏
𝛂

= 𝟏   (𝟐) 

𝚰𝟏 =  ∫
𝐱

𝐱𝟐 + 𝟏
 𝐝𝐱

𝛂

𝟏
𝛂

=
𝟏

𝟐
∫

𝟐𝐱

𝐱𝟐 + 𝟏
 𝐝𝐱

𝛂

𝟏
𝛂

=
𝟏

𝟐
[𝐥𝐧(𝐱𝟐 + 𝟏)]𝟏

𝛂

𝛂 = 

=
𝟏

𝟐
(𝐥𝐧(𝛂𝟐 + 𝟏) − 𝐥𝐧(

𝟏

𝛂𝟐
+ 𝟏)) =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧

𝛂𝟐 + 𝟏

𝛂𝟐 + 𝟏
𝛂𝟐

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝛂𝟐 = 𝐥𝐧𝛂  
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𝚰𝟐 = ∫
𝐥𝐧𝐱

𝐱𝟐+𝟏
 𝐝𝐱

𝛂
𝟏

𝛂

= ∫
𝐥𝐧

𝟏

𝐮

(
𝟏

𝐮
)

𝟐
+𝟏

(−
𝟏

𝐮𝟐
) 𝐝𝐮

𝟏

𝛂
𝛂

= − ∫
𝐥𝐧𝐮

𝐮𝟐+𝟏
 𝐝𝐮

𝛂
𝟏

𝛂

= −𝚰𝟐      

Για  τον  υπολογισμό  του  ολοκληρώματος   𝚰𝟐  θέσαμε  :   

𝒖 =
𝟏

𝒙
⟺ 𝒙 =

𝟏

𝒖
    ,   𝒅𝒙 = −

𝟏

𝒖𝟐
𝒅𝒖   ,   𝐮𝟏 = 𝜶    ,   𝒖𝟐 =

𝟏

𝜶
   

  άρα  :     𝚰𝟐 = −𝚰𝟐 ⟺ 𝟐𝚰𝟐 = 𝟎 ⟺ 𝚰𝟐 = 𝟎 

Από  την   ( 2 ) ⟺ 𝒍𝒏𝒂 = 𝟏 ⟺ 𝒂 = 𝒆 

 

Επιμέλεια : ΝΙΚΟΛΑΟΥ ΕΙΡΗΝΗ 

  

    

 


